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Аннотация. В статье приведены вычислительные эксперименты по оценке субполосных свойств 
изображений земной поверхности, которые показывают, что сосредоточенность энергии различных 
изображений может иметь существенно различающиеся значения. Проведенный анализ распределения долей 
энергий изображений в подобластях пространственных частот показывает, что имеются отдельные подобласти, в 
которых практически отсутствует энергия изображений, что может быть использовано в задачах обработки 
изображений.
Resum e. The paper presents the computational experiments to evaluate subband properties o f Earth surface 
images, which show that the energy concentration of different images can have significantly different values. The analysis 
o f the distribution of images energies in subdomains o f spatial frequencies shows that there are some subdomains in 
which there is practically no image energy that can be used in image processing tasks.
Ключевые слова: субполосная матрица, подобласть пространственных частот, изображения земной по­
верхности, доли энергии.
Keywords: subband matrix, subdomain spatial frequencies, earth's surface image, shares o f energy
В настоящее время для решения различных экономических и научных задач требуется обра­
ботка изображений земной поверхности (ИЗП). Данные изображения используются при планирова­
нии работ в сельском хозяйстве, геологии, определении направлений деятельности в области охраны 
окружающей среды, предотвращения и ликвидации стихийных бедствий и др. Для обоснованного 
выбора методов обработки ИЗП следует предварительно изучить их свойства.
Опыт показывает, что для многих задач обработки изображений адекватной математической 
основой служат частотные представления [Р. Гонсалес, 2006; В.А. Сойфер, 2003]
f  = { {  F ф(u,v)exp(ju(i — 1))exp(jv(k — 1))dudv/(4л 2) , (1)
где j  -  мнимая единица ( j 2 = —1); F(u, v) -  частотная характеристика, в качестве которой наиболее 
часто используется трансформанта Фурье F ф (u, v) ,
NM
F ф (u, v) = X X  fk exp(—ju(i — 1)) exp(—jv(k — 1)), (2)
i=1 k=1
где f , i = 1,2,...,N , k = 1,2,...,M , -  значения изображения Ф = { ^ } в соответствующих пикселях; u, v -  
пространственные частоты (ПЧ).
При этом многие задачи анализа и синтеза можно решать, используя разбиение области 
определения трансформант Фурье
—л < u < л , —л <  v < л , (3)
на ряд подобластей пространственных частот (ППЧ) V„, s = 1,2,...,S , r = 1,2,...,R , [Жиляков, Е.Г., 2010] 
так что (1) принимает вид
1 S  R
f k  = — ; X X  ft F Ф (u,v)exp(ju(i — 1))exp(jv(k — 1))dudv, (4)
4 л  s = 1 r =1 (u ,v )eV „
где
Vsr ={ (U е [-Us2 ~us1 ) U К  . Us2 )) П (V e [ Vr2 ,-Vr1 ) U [Vrt , vrt )) } , (5)
s = 1,2,...,S , r = 1,2,...,R,
U11 = 0, us,2 =Я, Us+1,1 = Us2 ,
V 11 =  0  V R , 2  = K ,  V r +1,1 =  V r 2 .
Совокупность величин | F ф (u, v)|2 в области определения трансформант Фурье (3) принято 
называть [Р. Гонсалес, 2006] энергетическим спектром изображения.
В работе [Черноморец А.А., 2010] было введено понятие доли Psr энергии изображения
Ф = (fn ) ,  i = 1,2,...,N , k = 1,2,...,M  , в отдельной подобласти ПЧ вида (5), s = 1,2,...,S , r = 1,2,...,R,
Ps r  = 7“ 7  Д I F Ф(u,v)|2 dudv/||Ф||2, (6)
4^ ( u , v)eV„
где || Ф ||2 -  энергия изображения Ф.
Также в [Черноморец А.А., 2010] было показано, что используя равенство Парсеваля, можно 
вычислить точное значение доли Psr энергии изображения Ф = ( fa) , i = 1,2,...,N , k = 1,2,...,M , в от­
дельной подобласти ПЧ вида (5), s = 1,2,...,S , r = 1,2,...,R, на основе следующего соотношения:
tr( A ФВ Ф T)
P  = —^  r  , (7)
sr ^(ФФ )
где Ф -  матрица исходного изображения, функция «tr» -  след матрицы, A  и В  -  соответствующие 
подобласти V r субполосные матрицы, размерности N  х N  и M х M  соответственно, элементы кото­
рых вычисляются на основании соотношений, приведенных в [Жиляков Е.Г., 2009].
В работе [Черноморец А.А., 2011] для случая разбиения области ПЧ (3) на равновеликие по­
добласти вида (5) введено понятие частотной сосредоточенности Cm для доли m энергии изображе­
ния как отношение минимального количества /т подобластей ПЧ, в которых сосредоточено m ■ 100 
процентов энергии изображения, к общему числу подобластей ПЧ,
0 < m < 1, (8)
C = —  . (9)
m SR
Алгоритм определения указанного минимального количества l подобластей ПЧ приведен в 
[Черноморец А.А., 2011].
Обозначим, Mm -  множество подобластей ПЧ, соответствующих указанному количеству /т . 
Подобласти ПЧ, входящие в множество Mm, в работе [Жиляков Е.Г., 2011] названы информационны­
ми подобластями пространственных частот.
Применение указанных понятий позволяет построить процедуры анализа субполосных
свойств изображений земной поверхности, под которыми будем понимать характерные особенности в
распределении долей энергий изображений в подобластях ПЧ, которые можно использовать при ре­
шении различных задач обработки изображений, например, при внедрении данных.
Размерность анализируемых изображений выбрана равной 256x256 пикселей, разбиение об­
ласти ПЧ было осуществлено на 64x64 подобласти ПЧ. Выбор указанных параметров не снижает 
общности полученных результатов.
Анализ разбиения осуществлен на основании значений элементов матрицы долей энергий 
изображений в соответствующих подобластях ПЧ, а также на основании графиков, отображающих 
значения элементов матрицы долей энергий, которые расположены на различных строках, столбцах 
и диагоналях данной матрицы.
Экспериментальные исследования распределения значений долей энергии изображения, 
приведенного на рис. 1, выполнены с целью демонстрации наличия подобластей ПЧ, соответствую­
щих относительно большим значениям долей энергии изображений, и подобластей ПЧ, которым со­
ответствуют доли энергии значительно меньшие по значению, и которыми при решении различных 
задач обработки изображений можно пренебречь. Анализируемые изображения были выбраны так, 
чтобы соответствующие частотные сосредоточенности (9) энергии имели существенно различные 
значения.
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Рис. 1. Исходное изображение (И1) 
Fig. 1. The original image (I1)
Для изображения И1 (рис. 1) отдельные фрагменты матрицы P  = (P r ) ,  s = 1,2,...,64 , r = 1,2,...,64, 
содержащей значения долей энергии, вычисленные при разбиении области ПЧ на 64x64 равновели­
ких подобласти, приведены в табл. 1-3.
Таблица 1 
Table 1
Д о л и  P  э н е р г и и  и з о б р а ж е н и я  И 1 в  П П Ч  Vsr ( S  = R =  64, s = 1,2, Д2 , r = 1,2,...$ )
T h e  s h a re s  Psr o f  im a g e  e n e rg y  I i  i n  SSF Vsr (  S  = R = 64, s = 1,2,...J2 , r = 1,2,...$ )
r
s
1 2 3 4 5 6 7 8
1 1,15E-02 4,22E-03 3,06E-03 1,23E -03 9,96E -04 9,08E-04 9,45E-04 1,25E-03
2 3,60E-03 2,04E-03 1,82E-03 1,69E-03 1,30E -03 1,06E-03 1,05E-03 9,76E-04
3 2,72E-03 2,09E-03 1,38E-03 1,76E-03 1,18E-03 1,66E-03 6,98E-04 8,66E-04
4 1,56E-03 2,39E -03 1,87E-03 1,96E-03 1,08E-03 1,00E-03 7,69E-04 9,35E -04
5 1,39E -03 2,31E-03 1,05E-03 1,19E-03 1,42E-03 7,01E-04 1,28E-03 1,10E-03
6 1,51E-03 2,47E-03 5,01E-04 9,25E-04 1,33E-03 1,48E -03 1,90E-03 9,09E-04
7 9,06E-04 9,27E-04 1,38E-03 1,84E -03 1,35E -03 1,47E-03 7,21E-03 6,28E-03
8 1,62E-03 1,11E-03 9,11E-04 9,90E-04 1,20E-03 1,60E-03 3,93E-03 2,83E-03
9 1,12E-03 1,16E-03 1,12E-03 8,29E-04 1,03E -03 1,30E -03 1,36E -03 1,25E-03
10 6,93E -04 7,50E-04 6,98E-04 1,30E -03 1,10E-03 1,06E-03 1,49E-03 9,63E-04
11 9,88E-04 8,95E -04 1,06E-03 1,79E-03 7,50E-04 8,18E-04 9,81E-04 1,51E-03
12 1,94E-03 2,04E-03 1,32E -03 1,99E-03 8,86E-04 1,38E-03 6,59E-04 9,21E-04
Таблица 2 
Table 2
Д о л и  p  э н е р г и и  и з о б р а ж е н и я  И 1 в  П П Ч  Vr (  S  = R = 64 , s = 26,27,...37 , r = 26,27,...33 )
T h e  s h a re s  Psr o f  im a g e  e n e rg y  I 1 i n  SSF Vsr ( S  = R = 64 , s = 26,27,...37 , r = 26,27,...33 )
r
s
26 27 28 29 30 31 32 33
26 1,43E -03 4,31E-04 3,96E -04 2,74E -04 1,78E -04 3,21E-04 2,23E-04 1,02E-04
27 5,39E -04 1,03E-03 9,46E -04 5,29E -04 2,16E-04 4,51E -04 1,89E-04 1,60E-04
28 4,68E-04 4,44E -04 4,21E-03 2,10E-03 2,13E-04 2,12E-04 3,04E-04 2,55E-04
29 2,96E-04 3,25E-04 3,91E -04 1,03E-03 7,89E -04 1,18E-04 2,15E-04 1,58E -04
30 2,34E -04 2,48E-04 3,49E -04 5,38E -04 5,62E-04 2,12E-04 1,31E-04 1,38E-04
31 4,07E-04 1,36E-04 1,58E -04 1,68E-04 1,83E-04 2,80E-04 1,20E-04 1,20E-04
32 4,12E-04 3,74E-04 1,97E-04 2,79E -04 1,64E-04 1,56E -04 1,31E-04 2,08E-04
33 2,07E-04 2,25E-04 4,19E-04 1,45E -04 1,25E-04 1,13E-04 1,68E-04 2,04E-04
34 1,81E-04 2,40E-04 4,22E-04 3,56E-04 1,42E-04 1,84E-04 1,37E-04 1,89E -04
35 1,49E-04 1,60E-04 1,32E -04 1,23E-04 1,13E -04 1,85E-04 9,72E -05 1,37E -04
36 1,65E-04 1,22E-04 1,80E-04 1,53E-04 1,01E-04 1,39E-04 1,73E-04 1,09E-04
37 1,42E-04 2,14E-04 1,32E -04 8,52E-05 9,94E -05 3,69E -04 2,54E -04 1,55E-04
Таблица 3 
Table 3
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Доли P  энергии изображения И1 в ППЧ Vsr ( S  = R = 64 , s = 53,54,...64 , r = 57,58,...,64) 
The shares P  o f image energy I1 in SSF V, ( S  = R = 64 , s = 53,54,...64 , r = 57,58,...64 )
r
s
57 58 59 60 61 62 63 64
53 3,20E-05 1,03E-05 1,62E-05 1,73E-05 1,12E-05 1,49E -05 1,83E-05 1,73E-05
54 2,84E-05 1,68E-05 1,41E-05 2,20E-05 1,47E-05 5,99E -06 1,65E-05 1,64E-05
55 1,02E-05 1,31E-05 9,97E-06 1,40E -05 1,94E-05 1,96E -05 9,59E-06 1,10E-05
56 9,70E-06 1,94E -05 1,24E-05 1,55E -05 1,51E-05 2,06E-05 2,83E-05 2,14E-05
57 2,01E-05 1,35E-05 2,02E-05 1,52E -05 1,11E-05 1,34E-05 1,22E-05 1,84E -05
58 9,61E-06 1,95E -05 1,93E -05 5,82E-06 1,34E -05 8,74E-06 1,16E-05 1,57E-05
59 1,29E-05 9,01E-06 1,10E-05 1,32E-05 1,12E-05 1,06E-05 1,07E-05 1,72E-05
60 2,01E-05 1,81E-05 1,36E -05 9,13E-06 7,75E-06 1,13E-05 1,52E-05 1,16E-05
61 1,31E -05 6,95E-06 1,82E-05 1,37E-05 1,01E-05 1,10E-05 2,30E-05 9,52E-06
62 1,47E-05 8,89E-06 1,69E-05 1,29E -05 7,74E-06 1,41E -05 1,67E-05 7,54E-06
63 1,78E -05 6,35E-06 1,14E-05 1,13E-05 9,08E-06 1,09E -05 1,66E-05 1,06E-05
64 1,49E-05 1,12E-05 1,38E-05 1,94E -05 1,42E-05 9,91E-06 9,04E-06 1,40E-05
Д а н н ы е , п р и в е д е н н ы е  в  та б л . 1- 3 , п о к а з ы в а ю т , ч т о  п о д о б л а с т я м  Vft, i = 1,2,...9 , k = 1,2,...,7, 
(та б л . 1) с о о т в е тс т в у ю т  з н а ч и т е л ь н ы е  д о л и  э н е р г и и  и з о б р а ж е н и я  И 1 (р и с . 1). П р и  э т о м  
в  п о д о б л а с т я х  Vft, i ,k = 26,27,28,29, (та б л . 2) с о х р а н я ю т с я  о т н о с и т е л ь н о  б о л ь ш и е  з н а ч е н и я  д о л е й  
э н е р ги и , ч т о  у к а з ы в а е т  н а  н а л и ч и е  н а  и з о б р а ж е н и и  х а р а к т е р н ы х  п е р и о д и ч е с к и  п о в т о р я ю щ и х с я  
л и н и й ;  п о д о б л а с т я м  Vft, i = 53,54,...£4 , к = 57,58,...64, (та б л . 3) с о о т в е тс т в у ю т  д о л и  э н е р ги и  
з н а ч и т е л ь н о  м е н ь ш и е  п о  з н а ч е н и ю , ч е м  в  п о д о б л а с тя х , п р и в е д е н н ы х  в  та б л . 1, ч т о  п о з в о л я е т  
п р е н е б р е ч ь  д а н н ы м и  з н а ч е н и я м и  п р и  о с у щ е с т в л е н и и  р а з л и ч н ы х  о п е р а ц и й  п о  о б р а б о тке  
и з о б р а ж е н и й , н а п р и м е р , ф и л ь т р а ц и и  и  в н е д р е н и и  д а н н ы х .
Д л я  более н а гл я д н о го  а н а л и за  р а с п р е д е л е н и я  з н а ч е н и й  д о л е й  э н е р ги и  и з о б р а ж е н и я  
И 1 (р и с . 1) м о ж н о  и с п о л ь з о в а т ь  п р и в е д е н н ы е  н а  р и с . 2 в  в и д е  д и а гр а м м  з н а ч е н и я , с о о т в е тс т в у ю щ и е  
р а з л и ч н ы м  с т р о к а м , с т о л б ц а м  и  д и а го н а л я м  м а т р и ц ы  P  = ( P ) , s = 1,2,...64 , r = 1,2,...64 , д о л е й  
э н е р ги и .
Д а н н ы е , п р и в е д е н н ы е  н а  р и с . 2, п о з в о л я ю т  в и з у а л ь н о  п р о а н а л и з и р о в а т ь  р а с п р е д е л е н и е  
р а з л и ч н ы х  з н а ч е н и й  д о л е й  э н е р ги и . Т а к ,  н а п р и м е р , в  п е р в о й  с т р о ке  (р и с . 2) н а гл я д н о  п о к а з а н о  
н а л и ч и е  о т н о с и т е л ь н о  б о л ь ш и х  (п о д о б л а с т и  Vu  -  Vu o ) и  м а л ы х  (п о д о б л а с т и  VM5 -  V  64) з н а ч е н и й
д о л е й  э н е р г и и  и з о б р а ж е н и я  И 1.
А н а л о г и ч н ы е  р е з у л ь т а т ы  а н а л и з а  р а с п р е д е л е н и я  з н а ч е н и й  д о л е й  э н е р г и и  п о л у ч е н ы  
и  д л я  д р у г и х  и з о б р а ж е н и й , ч т о  у к а з ы в а е т  н а  в о з м о ж н о с т ь  п р и м е н е н и я  д о л е й  э н е р г и и  д л я  а н а л и з а  
и з о б р а ж е н и й .
С л е д у ю щ и е  р е з у л ь т а т ы  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  э к с п е р и м е н т о в  п о к а з ы в а ю т  в о з м о ж н о с т ь  
п р и м е н е н и я  д л я  а н а л и з а  и з о б р а ж е н и й  з н а ч е н и й  д о л е й  э н е р ги и , п о л у ч е н н ы х  п р и  р а з б и е н и и  
о б л а с ти  П Ч  н а  р а з л и ч н о е  к о л и ч е с т в о  п о д о б л а с те й . Р а з л и ч н ы е  р а з б и е н и я  о б л а с т и  П Ч  
н а  п о д о б л а с т и  п о з в о л я ю т  в ы п о л н и т ь  а н а л и з  и з о б р а ж е н и й  с р а з л и ч н о й  с т е п е н ь ю  д е т а л и з а ц и и  
и х  ч а с т о т н ы х  с в о й с тв .
Н а  р и с . 3 п р и в е д е н ы  д и а гр а м м ы  з н а ч е н и й  д о л е й  э н е р г и и  и з о б р а ж е н и я  И 1, п р и в е д е н н о го  н а  
р и с . 1, п р и  р а з б и е н и и  о б л а с т и  П Ч  н а  64 x 64, 32 x 32 , 16x 16 и  8 x 8 р а в н о в е л и к и х  П П Ч .  Д л я  п о в ы ш е н и я  
н а гл я д н о с т и  з н а ч е н и е  д о л и  э н е р г и и  в  п о д о б л а с т и  ( з н а ч и т е л ь н о  п р е в ы ш а ю щ е е  д р у ги е  з н а ч е н и я )  н а  
д и а гр а м м а х  н е  о т о б р а ж е н о .
Д а н н ы е , п р и в е д е н н ы е  н а  р и с . 3 , н а гл я д н о  п о к а з ы в а ю т  н а л и ч и е  о т н о с и т е л ь н о  б о л ь ш и х  
и  м а л ы х  з н а ч е н и й  д о л е й  э н е р ги и  в  р а з л и ч н ы х  П П Ч  и  п о з в о л я ю т  с р а з л и ч н о й  с т е п е н ь ю  д е т а л и з а ц и и  
а н а л и з и р о в а т ь  и х  р а с п р е д е л е н и е  в  о б л а с т и  П Ч .
А н а л о г и ч н ы е  р е з у л ь т а т ы  б ы л и  п о л у ч е н ы  и  д л я  д р у г и х  и з о б р а ж е н и й .
С л е д у ю щ и е  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  и с с л е д о в а н и я  п р о в е д е н ы  с ц е л ь ю  о п р е д е л е н и я  з н а ч е н и й  
с о с р е д о т о ч е н н о с т и  ( 9) э н е р г и и  и з о б р а ж е н и й  п р и  р а з л и ч н ы х  з н а ч е н и я х  д о л и  э н е р г и и  в  з а в и с и м о с т и  
о т  к о л и ч е с т в а  п о д о б л а с т е й  П Ч .
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Рис. 2. Доли энергии изображения И1, соответствующие отдельным элементам матрицы долей энергии 
Fig. 2. Shares of image energy I1 corresponding to the individual elements of the energy shares matrix
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Рис. 3. Распределение долей энергии изображения И1 при различных разбиениях области ПЧ 
Fig. 3. The distribution of the image I1 energy shares in different decompositions o f the SF field
Для изображения И1 (рис. 1) сосредоточенность определена при значениях доли m=0,94±0,99 
энергии изображения при разбиении области ПЧ на 64x64 равновеликих подобласти. На рис. 4 ин­
формационные подобласти ПЧ, определяющие значение сосредоточенности и 
соответствующие заданным значениям доли энергии изображения, отображены серым цветом.
Изображения подобластей, приведенные на рис. 4, показывают, что можно указать такие 
изображения земной поверхности, для которых информационными является подавляющее 
большинство подобластей ПЧ, что необходимо учитывать, например, при решении задач фильтрации 
и внедрения данных.
В табл. 4 приведены соответствующие рис. 4 значения сосредоточенности C  энергии 
изображения И1 и соответствующее количество N информационных подобластей ПЧ для 
различных значений m и при различном разбиении области ПЧ на S х R подобластей.
Таблица 4 
Table 4
Сосредоточенность энергии изображения И1 и количество информационных подобластей ПЧ  
Energy concentration o f image I i  and the am ount o f information subdomains o f SF
' ' ' \ S  = R
m
8 16 32 64
C N, C N , C N, C N,
0,99 0,891 57 0,875 224 0,871 892 0,862 3532
0,98 0,797 51 0,793 203 0,787 806 0,775 3173
0,97 0,734 47 0,723 185 0,716 733 0,703 2881
0,96 0,672 43 0,660 169 0,654 670 0,643 2633
0,95 0,625 40 0,609 156 0,602 616 0,590 2417
0,94 0,578 37 0,563 144 0,555 568 0,544 2227
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Рис. 4. Информационные подобласти ПЧ, соответствующие заданным значениям доли m энергии изображения И1 
Fig. 4. Information subdomains o f SF corresponding to given values o f the share m of image I1 energy
Из табл. 4 видно, что на значение сосредоточенности энергии изображения практически не 
оказывает влияние увеличение числа S подобластей ПЧ, на которые разбивается область ПЧ. Экспе­
рименты также показали, что для изображения И1 при уменьшении величины доли m энергии изоб­
ражения соответствующие значения сосредоточенности и количество информационных подобластей 
уменьшаются незначительно, что не позволяет иметь широкий выбор ППЧ, например, для внедрения 
данных.
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На основании данных, приведенных в табл. 4, построены отображенные на рис. 5 графики 
значений сосредоточенности энергии изображения в зависимости от доли m энергии указанных 
изображений при различных значениях количества S подобластей ПЧ.
0,95
0,5 Н------------1------------1------------1------------1------------1--------
0,94 0,95 0,96 0,97 0,98 0,99
Рис. 5. Сосредоточенность энергии изображения И1 
Fig. 5. Energy concentration of image I1
Данные, приведенные в табл. 4, а также на рис. 5, показывают, что сосредоточенность энергии 
не превышает 0,9 для изображения И1 при значении доли энергии m=0.99.
В ходе проведения вычислительных экспериментов были выполнены аналогичные экспери­
менты с различными изображениями земной поверхности. Следует отметить, что подобные распре­
деления значений сосредоточенности энергии характерны для большинства исследованных изобра­
жений.
Результаты экспериментов показали, что сосредоточенность энергии различных изображений 
может иметь существенно различающиеся значения, что, например, может влиять на объем внедряе­
мых в изображения данных. Полученные результаты вычислительных экспериментов могут служить 
основой (рекомендациями) для выделения информационных компонент изображений, например, 
при решении задач фильтрации и внедрения данных.
Проведенный анализ распределения долей энергий изображений в подобластях ПЧ также 
показал, что имеются отдельные подобласти ПЧ, в которых практически отсутствует энергия 
изображений, что может быть использовано в задачах обработки изображений.
Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 15-07-01570.
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